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Re´sume´ :
La propagation d’un « syste`me » (front, interface, champ) e´lastique dans un milieu he´te´roge`ne,
de´crit par un potentiel d’interaction ale´atoire avec chaque point du syste`me, peut eˆtre de´crite de
manie`re ge´ne´rique comme une transition de de´pie´geage. Aborde´ sous l’angle de l’homoge´ne´isation,
ce phe´nome`ne donne lieu a` une proble´matique originale concernant le potentiel ale´atoire avec lequel
interagit le syste`me. Dans le re´gime de pie´geage fort, pertinent a` grande e´chelle, la propagation s’ac-
compagne de micro-instabilite´s qui ne´cessitent une description adapte´e du potentiel ale´atoire pre´sentant
des discontinuite´s. Le potentiel effectif vu par une sous-partie du syste`me incorpore a` la fois les ca-
racte´ristiques du potentiel ale´atoire local et l’e´lasticite´ du syste`me. Nous discutons ce proble`me sous
l’angle de la renormalisation.
Abstract :
The propagation of an elastic manifold (front, interface, field) in a heterogeneous medium, descri-
bed through a random interaction potential, can de described generically as a “depinning transition”.
Considered as a homogenization problem, this phenomenon gives rise an original set of questions re-
garding the random interaction potential. In the strong pinning regime, the potential inevitably presents
discontinuities. The effective potential seen by a subpart of the system incorporates both features of
the local random potential, and the elasticity of the manifold. This problem is addressed through a
renormalization technique.
Mots clefs : Homogeneisation ; Changement d’e´chelle ; Renormalisation.
1 Introduction
La propagation de fracture fragile dans un milieu he´te´roge`ne, le frottement sec, le pie´geage de disloca-
tions sur des pre´cipite´s, ou encore la plasticite´ des solides amorphes sont autant de sujets qui rele`vent
d’une transition de de´pie´geage dans le domaine de la me´canique des solides[13, 17, 12, 11, 2, 15].
Au-dela`, le mouvement de vortex dans un supraconducteur, celui des murs de domaine dans un so-
lide magne´tique, les e´coulements diphasiques en milieux poreux, en sont d’autres exemples [10, 6].
La transition de de´pie´geage permet d’embrasser ces phe´nome`nes dans un cadre qui justifie l’existence
de ve´ritable transition de phase au sens thermodynamique, et en conse´quence l’absence d’e´chelle ca-
racte´ristique, et la pertinence de lois d’e´chelle originales et universelles. Cependant, l’abord de cette
classe de proble`me pose de nouveaux proble`mes en termes de changements d’e´chelle que nous propo-
sons d’aborder ici par le biais de technique de renormalisation.
De quoi s’agit-il ? Imaginons un milieu e´lastique qui peut eˆtre un champ a` valeur sur tout l’espace,
sur une interface, ou encore une ligne, un « front ». Le terme e´lastique se refe`re ici a` l’existence d’une
e´nergie interne qui pe´nalise les distorsions ge´ome´triques du milieu. Ce milieu interagit avec un potentiel
ale´atoire inde´pendant du temps. Une dissipation visqueuse assure l’atteinte d’un e´tat d’e´quilibre de
manie`re suramortie. Il est enfin soumis a` une force d’entraˆınement exte´rieure, F , d’e´volution tre`s lente
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par rapport aux temps d’atteinte de l’e´quilibre local. Dans ce cadre, il existe une force seuil Fc qui
permet la mise en mouvement inde´fini du syste`me et en dessous de laquelle un e´tat statique est atteint
apre`s une phase transitoire.
Lorsque la taille du syste`me tend vers l’infini, la mise en mouvement du syste`me, i.e. la transition de
de´pie´geage, se comporte comme une transition de phase du second ordre, avec ses stigmates habituels :
invariance d’e´chelle au seuil, divergence d’une longueur de corre´lation, exposants critiques, universalite´.
2 Multistabilite´ e´lastique
Conside´rons un potentiel ale´atoire V (x) dans lequel e´volue un point mate´riel de position x. Ce point
mate´riel est entraˆıne´ par l’interme´diaire d’un ressort de raideur k dont l’extre´mite´ y est pilote´e.
L’e´nergie du syste`me global est simplement V (x)+(k/2)(x−y)2 =W (x, y). A l’e´quilibre, V ′(x)+k(x−
y) = 0, permet de calculer pour chaque point x, une position de y∗(x) assurant l’e´quilibre. Lorsque le
ressort est raide, la relation entre x et y peut eˆtre inverse´e, de´finissant x∗(y), et nous pouvons e´liminer
la variable interne x, pour obtenir un potentiel effectif vu par y, Weff (y) = U(x∗(y), y). Ce re´gime
est appele´ « de pie´geage faible ». La re´fe´rence [8] propose une revue d’approches perturbatives pour
la fracture fragile aborde´ dans ce cadre.
Lorsque le ressort k est tre`s souple, la relation y∗(x) devient multivalue´e et ne peut donc eˆtre inverse´e.
Utilisant x comme parame`tre, il est cependant possible de tracer le graphe de W (x, y∗(x)) en fonction
de y∗(x), comme illustre´ dans la figure 1. Ce potentiel comporte des branches stables, d2Weff/dy2 ≥ 0,
et instables (≤ 0). Le potentiel effectif est alors compose´ de courbes ressemblant a` des tronc¸ons de
paraboles d’extension finie. L’exploration de ce potentiel inhabituel depend alors de l’historique de
y(t). La figure 1 montre la trajectoire de l’e´nergie dans ce graphe lorsque le syste`me est entraˆıne´ dans le
sens de y croissant. La force de rappel ressentie par y est repre´sente´e dans la figure 2. Cette situation est
emble´matique de ce que l’on nomme « re´gime de pie´geage fort » [14]. On observe que ce dernier re´gime
n’he´rite que de peu d’information du potentiel initial V (x), car les positions stables visite´es lors d’une
e´volution a` y(t) croissant n’occupent qu’une tre`s faible fraction des x accessibles. D’autre part, une
caracte´ristique tre`s ge´ne´rale du potentiel effectifWeff est qu’il est compose´ de tronc¸ons de courbes que
l’on peut assimiler a` des paraboles se´pare´es de sauts correspondants a` une micro-instabilite´. Le profil
de forces effectives vues dans une e´volution a` y croissant est presque suˆrement strictement positive et
de moyenne nulle.
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Fig. 1 – (gauche) Potentiel ale´atoire repre´sente´ sur une pe´riode spatiale V (x). (centre) Potentiel
effectif W (y) ou` les branches stables sont repre´sente´es en gras. (trois pe´riodes sont repre´sente´es).
(droite) Potentiel effectivement vu lorsque le syste`me est entraine´ avec y croissant.
Cette situation est en pratique extreˆmement commune. Elle est cependant re´tive aux approches per-
turbatives classiques de par la pre´sence des micro-instabilite´s qui permettent les transitions d’une
valle´e a` une autre du potentiel V . Nombre d’approches the´oriques, inde´pendamment de leur degre´
de sophistication apparent, se condamnent a` l’e´chec en ignorant ce phe´nome`ne. Pour ne citer qu’un
exemple emble´matique, la micro-me´canique des milieux granulaires (au moins en ce qui concerne les
approches the´oriques du proble`me) e´tudie avec soin les situations d’e´quilibre et tente de de´crire le
comportement global par une simple moyenne sur ces configurations. Or l’e´tude nume´rique montre
qu’une fraction notable de l’e´nergie dissipe´e (jusqu’a` 50%) provient des collisions ine´lastiques re´sultant
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de micro-instabilite´s, et non de frottement intergranulaire (seule source de dissipation dans des phases
stables de l’e´volution). La meˆme erreur se rencontre fre´quemment dans la plupart des domaines cite´s
en introduction.
Physiquement, les multi-instabilite´s de´crites ci-dessus ont un impact fort dans le bilan e´nerge´tique
de l’e´volution. Nous n’avons jusqu’alors introduit explicitement aucune source de dissipation. Le fait
cependant d’atteindre la premie`re cuvette de potentiel apre`s avoir quitter la pre´ce´dente suppose implic-
tement que le surplus d’e´nergie peut eˆtre e´change´ avec l’exte´rieur, ou dissipe´ e.g. par des me´canismes
visqueux, locaux ou non. Dans ce cas, le bilan e´nerge´tique devient possible et pour un chargement
macroscopique quasistatique (y˙ tendant vers 0) seules ces phases de micro-instabilite´s permettent de
dissiper de l’e´nergie. Ces sauts jouent alors un roˆle conside´rable comme force re´sistante a` l’avance´e
d’une fissure, d’une ligne de dislocation, ou d’un front de mouillage. De meˆme, cette phe´nome´nologie
est responsable d’effets hyste´re´tiques entre l’avance´e et la recule´e du syste`me, un phe´nome`ne e´galement
tre`s commun a` l’e´chelle macroscopique et sans e´quivalent a` l’e´chelle microscopique.
Pour rendre compte de ce phe´nome`ne, on se convainc aise´ment qu’il n’est pas ne´cessaire de disposer
d’une peinture tre`s fine du potentiel V (x) sous-jacent de`s que le ressort d’entraˆınement sera suffisament
souple. Sur une branche stable la raideur apparente du syste`me sera impose´e par celle du ressort. La
seule caracte´ristique pertinente est alors la force maximum supportable par chaque cuvette de potentiel
visite´e. Dans la suite, seul le re´gime de pie´geage fort sera conside´re´. Dans ce cadre, il n’est pas ne´cessaire
d’expliciter le potentiel, il suffit de de´crire la succession des points terminaux de chaque branche stable,
et l’on s’en tiendra donc a` une succession de forces seuils locales f i = −dV/dx aux points ultimes de
label i d’e´quilibre stable, et la position xi de la de´charge e´lastique avec une raideur k de cette meˆme
branche. Cette sche´matisation est conforme a` ce que l’on observe sur la figure 2, ou` la force exte´rieure
instantane´e est facilement obtenue par l’enveloppe du signal de force habille´ en chaque point d’une
de´charge e´lastique de pente −k.
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Fig. 2 – (gauche) Force exte´rieure en fonction de la position d’entrainement y. Selon l’historique
de l’entrainement seule les enveloppes supe´rieures (y croissant) et infe´rieures (y de´croissant) sont
vues. (trois pe´riodes sont montre´es) (droite) Force exte´rieure en fonction de la position locale x. Ce
profil peut eˆtre sche´matise´ par la position des extre´mite´ des branches stables (xi, f i) pour un sens
d’entraˆınement donne´.
3 Renormalisation
Si le mode`le trivial a` une particule explicite bien certaines spe´cificite´s du re´gime de multistabilite´ et de
saut, il lui manque l’aspect collectif des interactions e´lastiques pour pre´tendre au statut de mode`le de
de´pie´geage. Il est donc ne´cessaire d’introduire un grand nombre de de degre´s de liberte´ xi inte´ragissant
chacun avec un potentiel ale´atoire comme de´fini ci-dessus, mais couple´s par des interactions e´lastiques,
e.g. une e´nergie interne (1/2)kij(xi−xj)2, ou` le couplage kij de´pendra en pratique de la distance entre
les points i et j.
L’approche la plus se´duisante pour de´crire cette transition s’appuie sur l’invariance d’e´chelle attendue.
Il s’agit d’une approche de renormalisation, ou` l’on de´cime les degre´s de liberte´ locaux pour proposer
une description e´quivalente fonde´e sur des degre´s de liberte´ plus macroscopiques.
Conside´rons le cas simple d’une chaˆıne e´lastique constitue´e de N points mate´riels entraine´s chacun sur
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un potentiel ale´atoire (inde´pendant). Ce mode`le de´crit par exemple la propagation d’une interface entre
deux fluides immiscibles contenus entre deux plaques paralle`les rapproche´es (cellule de Hele-Shaw),
et dont les parois ont des proprie´te´s de mouillage he´te´roge`nes [13]. La force normale sur l’interface
(due a` la tension superfielle) est proportionnelle a` la courbure chaque point de l’interface. Dans une
mode´lisation discre`te, cette force sur chaque site sera e´gale a` k∆x ou` ∆ repre´sente une diffe´rence finie
seconde centre´e, x la position de l’interface dans la direction normale a` son orientation macroscopique,
et k une raideur homoge`ne le long de la chaˆıne.
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Fig. 3 – (gauche) Un exemple de configuration de front de mouillage pour N = 1000, d = 1 et k = 0.1.
(centre) Localisation du site de croissance dans une courte se´quence temporelle. (droite) Se´quence de
force d’avance´e.
La renormalisation consiste a` substituer a` cette chaˆıne discre`te, une chaine e´quivalente de N/2 points.
Pour ce proble`me uni-dimensionnel et homoge`ne, la renormalization de l’e´lasticite´ est triviale, la
raideur k varie en proportion inverse du cube de l’espacement entre points, soit k/8 pour la chaˆıne de
N/2 points.
La propagation d’une fissure dans un milieu e´lastique-fragile he´te´roge`ne peut eˆtre aborde´e de la meˆme
manie`re mais avec une « e´lasticite´ » diffe´rente : la force thermodynamique conjugue´e a` l’avance´e de
la fissure est le taux de restitution d’e´nergie qui peut eˆtre relie´ a` la morphologie du front par un
de´veloppement pertubatif au premier ordre, duˆ a` Gao et Rice [7]. La modulation relative du taux de
restitution d’e´nergie s’exprime comme
δG(x)
G0
=
1
pi
∫
y(x′)− y(x)
(x′ − x)2 dx
′ (1)
Cette expression implique simplement qu’une autre loi d’e´chelle que celle du front de mouillage relie
la raideur du ressort e´quivalent k a` sa longueur. Dans le cas d’une de´cimation binaire, une chaˆıne
comportant N/2 points et de meˆme longueur physique, aura une raideur de k/2 si k designe la raideur
locale d’une chaˆıne de N points. On peut rendre compte de l’ensemble de ces mode`les par une e´criture
compacte ou` la raideur renormalise´e s’e´crit 21−2ηk avec η = 1 pour le mode`le de fissuration, et η = 2
pour celui de front de mouillage. Ce parame`tre permet e´galement une e´criture compacte de l’e´lasticite´
de couplage dans l’espace de Fourier, f˜(k) ∝ |k|ηy˜(k), valable pour les deux mode`les cite´s et permettant
de de´finir une continuite´ de variation du parame`tre η entre et au-dela` de ces mode`les [19]. (Le cas
η = 0 est aussi une limite inte´ressante dans la mesure ou` l’on rejoint un re´gime de « champ moyen »).
Ce qui est beaucoup plus subtil est la manie`re de repre´senter le potentiel ale´atoire effectif vu par les
deux points voisins que l’on va venir confondre en un seul. Appelons y1 et y2 les positions de deux
points voisins du front dans la direction de propagation. Chacun est sujet a` un potentiel ale´atoire
sche´matise´ par une se´quence de points (yji , f
j
i ). Les incre´ments de position y
j sont choisies comme
uniforme´ment distribue´ avec un pas constant d par simplicite´ (une distribution ale´atoire ne change
pas le comportement de manie`re sensible). Les forces seuils sont des variables ale´atoires inde´pendantes
de distribution p(fc) uniforme sur [0;ϕ]. Translater cet intervalle revient a` ajouter une force constante
au forc¸age exte´rieur, et donc n’intervient pas dans la suite. De meˆme, un facteur d’e´chelle sur les
seuils peut eˆtre e´limine´ en jouant sur la raideur k du couplage entre les deux points xi. Le seul
parame`tre adimensionnel restant kd/ϕ mesure l’amplitude du de´cre´ment de force lie´ a` l’avance´e locale
relativement a` la largeur de la distribution des seuils (ici fixe´e a` ϕ).
4
20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Besanc¸on, 29 aouˆt au 2 septembre 2011
L’e´lasticite´ de la liaison entre les deux points permet le franchissement plus facile de barrie`res de
potentiel par un site par l’entraˆınement du second. Cet effet coope´ratif est e´videmment un point tre`s
important qu’il faut prendre en compte.
Algorithmiquement, le proble`me conside´re´ est tre`s simple. A chaque instant discret t, il s’agit d’iden-
tifier le site i, qualifie´ de « actif » dans la suite, re´alisant le minimum de
Fc(t) = min
k
[fck(t)− fk(t)] (2)
ou` fck(t) est la force seuil rencontre´e par le site k a` l’instant t, et fk(t) la force e´lastique exerce´e par
l’autre site sur k. Ce minimum donne la valeur du forc¸age exte´rieur a` exercer a` l’instant t, Fc(t). Le
site « passif » est note´ j. L’e´volution du syste`me est alors donne´e par
fci(t+ 1) ← random fcj(t+ 1) = fcj(t)
yi(t+ 1) = yi(t) + d yj(t+ 1) = yj(t)
fi(t+ 1) = −k(yi(t+ 1)− yj(t+ 1)) fj(t+ 1) = −k(yj(t+ 1)− yi(t+ 1))
(3)
ou` la premie`re ligne signifie que la force seuil sur le site actif a` l’instant (t + 1) est une nouvelle
variable ale´atoire inde´pendante issue de la distribution p(fc). Ces e´tapes de´crivent une ite´ration de
l’algorithme. Il est a` noter que la notion de site actif ou passif e´volue au cours du temps et s’e´change
entre les deux sites.
On observe une e´volution en temps dont une courte feneˆtre temporelle est montre´e sur la fi-
gure 4(gauche). Le site actif suit une e´volution fluctuante car a` chaque instant, le seuil est renouvele´
par tirage ale´atoire, alors que le site passif subit une force de´croissant re´gulie`rement en temps (kd par
pas de temps). L’alternance de statut entre les deux sites permet d’atteindre une re´ponse statistique
stationnaire. Lorsque l’on distingue le statut des sites pour calculer l’histogramme des forces, on ob-
serve une tre`s nette se´paration entre les forces actives et passives comme illustre´ sur la figure 4(droite).
L’histogramme sur l’ensemble des pas de temps du forc¸age exte´rieur est exactement celui des forces
sur le site actif. La difference entre cet historamme et celui de la distribution des seuils (uniforme entre
0 et ϕ = 1 (dans le cas particulier) montre l’effet du couplage e´lastique pour aider au franchissement
des obstacles.
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Fig. 4 – (gauche) De´tail de l’histoire des forces sur les deux sites sur une courte feneˆtre temporelle.
Les parame`tres choisis ici sont d = 1, ϕ = 1 et k = 0.01. (droite) Histogramme des forces sur les sites
actif (pointille´s) et passif (trait gras). Lors d’un changement de site actif, l’histogramme du forc¸age
exte´rieur est indique´ par des symboles (◦).
Une difficulte´ particulie`re est que la distribution des forces montre des corre´lations temporelles fortes.
Pour pouvoir substituer au potentiel ale´atoire un potentiel effectif de meˆme nature que celui de chaque
site, il est impe´ratif de conside´rer que la distribution des forces seuil est statistiquement inde´pendante.
Ceci oblige a` ne pas e´tudier les forces de manie`re conse´cutive en temps. Il existe cependant des
instants remarquables dans ces se´quences temporelles, a` savoir les instants ou` les sites changent de
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statut. L’histogramme du forc¸age a` ces instants montre une distribution sensiblement plus e´troite,
repre´sente´e avec des symboles dans la figure 4(droite). Les corre´lations temporelles entre ces instants
sont ne´gligeables. Ceci nous ame`ne alors a` conside´rer une renormalisation qui associe Fc et l’avance´e
locale d pour atteindre une succession d’e´tats sur lesquels la distribution des forces est de´corre´le´e.
Pour appre´cier l’e´tendue temporelle de ces corre´lations, il est ne´cessaire de calculer la dure´e d’une
se´quence d’activite´ ininterrompue sur un seul et meˆme site, que nous de´nommons conventionnellement
1. Pour que cet intervalle de temps de´passe n pas de temps, il est ne´cessaire de satisfaire la condition
suivante
fc1(t′) + k(y1(t′)− y2(t′)) < fc2(t′)− k(y1(t′)− y2(t′)) (4)
pour 0 < t′ ≤ n soit encore
fc1(t′) < gc2 − 2kdt′ (5)
ou` gc2 = fc2 + 2ky2 est une constante pendant une telle phase. Introduisons la distribution cumule´e
P (fc) =
∫ ϕ
fc
p(f ′) df ′ = 1− fc/ϕ. La probabilite´ de satisfaire cette condition pendant au moins n pas
de temps s’e´crit
Qn =
∏n
i=1(1− P (gc2 − ikd))
= exp [
∑n
i=1 log(1− P (gc2 − ikd))]
≈ exp
[
(1/kd)
∫ nkd
0 log(1− P (gc2 − x)) dx
]
≈ exp
[
−(1/kd) ∫ nkd0 P (gc2 − x) dx]
≈ exp
[
−(1/kd) ∫ nkd0 (f − gc2 + x)/ϕ dx]
≈ exp [−n((1− gc2/ϕ) + (1/2)(nkd/ϕ))]
(6)
Intervient dans cette expression deux e´chelles caracte´ristiques pour n : une e´chelle intrinse´que ν =√
kd/ϕ, et une de´pendant de la valeur du site passif µ = (1 − gc2/ϕ). Dans l’e´tat stationnaire, de
par l’e´change successif des roˆles actif/passif entre les deux sites, ces deux e´chelles se confondent, et la
valeur moyenne de n s’e´tablit a` une valeur d’ordre ν. Cette proprie´te´ est fondamentale car elle permet
de de´finir la distance parcourue, soit l’e´quivalent du parame`tre d effectif pour le potentiel ale´atoire
renormalise´.
De meˆme, la valeur moyenne du forc¸age exte´rieur lors de l’inversion entre les deux sites, F , satisfait
a` 1 − F/ϕ ∝ 1/ν. En fait, plus que la simple valeur moyenne, c’est l’ensemble de la distribution des
forces qui se remet a` l’e´chelle sur une courbe unique. Plus pre´cisement, si l’on introduit
h = (1− f/ϕ)
√
kd
ϕ
(7)
alors la distribution de h, p(h), se confond sur une courbe maˆıtresse unique inde´pendante de kd/ϕ. La
figure 5 le montre a` partir de simulations nume´riques directes de la proce´dure de´crite pre´ce´demment.
On observe ainsi que la force de de´pie´geage de l’ensemble des deux sites tend vers le maximum de
la distribution des seuils locaux lorsque la raideur du couplage diminue vers 0. Dans le meˆme temps,
la largeur de la distribution tend e´galement vers 0. L’activite´ du syste`me se concentre sur un seul et
meˆme site sur des intervalles de temps qui augmentent lorsque la raideur diminue.
Comme on peut le constater dans la de´rivation Eq. 6, le comportement de p(f) au voisinage de son
maximum intervient dans l’expression de ν ou de µ. Si p(f) se comporte comme (ϕ− f)β au voisinage
de ϕ, alors ν = (kd/ϕ)−(β+1)/(β+2) et h = (1 − f/ϕ)(kd/ϕ)1/(β+2). A la valeur pre`s de l’exposant de
kd/ϕ, les meˆmes proprie´te´s sont obtenues. Comme pre´ce´demment, la distribution statistique de h est
inde´pendante du parame`tre kd/ϕ.
Ce sce´nario d’activite´ est effectivement celui que l’on observe sur le mode`le complet (avec un grand
nombre N de points) et ce a` toutes les e´chelles, de manie`re auto-similaire. De plus il est observe´ que
lorsque l’on conditionne la distribution de la force exte´rieure (macroscopique) aux sauts de la position
du site actif sur une distance ξ, cette distribution tend vers une forme universelle (tre`s proche de
celle de la figure 5), lorsque l’on forme une variable re´duite (1− F/max(F ))/ξa ou` a est un exposant
caracte´ristique des proprie´te´s critiques du mode`le. La meˆme proprie´te´ est observe´e pour le mode`le de
mouillage et celui de propagation de fissure (mais avec des exposants a diffe´rents).
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Fig. 5 – Distribution de h = (1− f/ϕ)/√kd/ϕ pour trois valeurs de kd/ϕ.
4 Lois d’e´chelle
Il reste a` comprendre la raison pour laquelle on observe une telle auto-similarite´. Re´sumons d’abord
l’e´tape de renormalisation : le potentiel ale´atoire est de´crit par d’une part le parame`tre d d’avance´e du
site, et d’autre part la distribution statistique des forces seuils locales, p(f). Lorsque l’on agre`ge deux
sites, nous obtenons a` nouveau un meˆme type de potentiel en « peigne », dont les caracte´ristiques sont
d∗ et p∗(f). Dans cette transformation, il apparaˆıt que seul le comportement de p(f) pre`s de la force
maximum importe.
n ∼ (kd/ϕ)−(β+1)/(β+2)
d∗ ∼ (kd/ϕ)−(β+1)/(β+2) d
ϕ∗ ∼ (kd/ϕ)1/(β+2) ϕ
k∗ = 21−2η k
(8)
On voit que les parame`tres cle´s du potentiel ale´atoire sont simplement remis a` l’e´chelle par une loi de
puissance de l’unique combinaison kd/ϕ. Il convient de noter que ce parame`tre lui-meˆme est affecte´
dans cette renormalisation, mais le point important est que sa loi d’e´chelle montre qu’il ne de´pend pas
de la valeur initiale.
(k∗d∗/ϕ∗) ∼ (kd/ϕ)0 21−2η (9)
On constate que ce parame`tre ne de´pend plus (au sens des lois d’e´chelle) du parame`tre initial kd/ϕ.
Pour atteindre sa valeur pre´cise, il conviendrait de pousser l’analyse au de´la` de la loi d’e´chelle et
d’estimer les pre´facteurs et non seulement l’exposant de ces lois. De la meˆme manie`re, l’exposant β
e´volue au cours de la renormalisation jusqu’a` atteindre une valeur fixe. La de´rivation simple montre´e
ci-dessus ne permet cependant pas d’identifier cette valeur.
Si l’on appelle α(η) la valeur du parame`tre kd/ϕ a` convergence, alors apre`s p ite´rations de cette
renormalisation, le nombre de points N de la description initiale est re´duit a` un nombre arbitraire
N/λ, ou` λ = 2p. Exprime´es en fonction de λ, les lois d’e´chelle suivantes en de´coulent
d ∼ λ−(β+1) log2(α)/(β+2)
(ϕ∗ − f∗c ) ∼ λlog2(α)/(β+2)
(10)
5 Conclusions
La premie`re relation de l’e´quation 10 se lit comme une proprie´te´ d’auto-affinite´ du front[1] : Il reste sta-
tistiquement invariant dans une transformation affine x→ ax, y → aζy, ou` ζ = −(β+1) log2(α)/(β+2)
(la valeur de α infe´rieure a` 1 donne un exposant positif). Cette proprie´te´ d’auto-affinite´ du front a
e´te´ rapporte´e pour les mode`les de front de mouillage et de fracture fragile, ainsi que pour des valeurs
interme´diaires de η[19, 5, 9, 16].
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La seconde relation de l’e´quation 10 donne acce`s aux fluctuations de force macroscopique d’avance´e du
front (force de de´pie´geage). Elle montre que dans la limite des grands syste`mes, le comportement est
de´terministe, mais que les fluctuations de force macroscopique (donnant l’angle de mouillage (mode`le
de front de de mouillage, η = 2), ou la te´nacite´ (mode`le de fissure fragile, η = 1) macroscopiques)
de´croˆıssent de manie`re alge´brique avec la taille du syste`me, mais avec des exposants universels qui
ne de´pendent pas des de´tails de la distribution statistique de forces de pie´geage locales. Ici encore, ce
type de proprie´te´ a de´ja` e´te´ observe´ [18, 20, 21] et exploite´ [3, 4].
Nous avons e´galement vu comment l’universalite´ apparaissait progressivement. Les de´tails de la distri-
bution initiale s’e´vanouissent au cours de la renormalisation. En effet, seul le comportement des seuils
locaux pre`s de leur maximum intervient dans la renormalisation, via l’exposant β. Puis ce dernier
e´volue pour converger vers une valeur universelle.
Pour utiliser une image simple, on peut faire un paralle`le avec le the´ore`me de la limite centrale : On
sait que
– la valeur moyenne de N nombres ale´atoires inde´pendants de loi p(x) tend vers le premier moment
de la distribution (limite de´terministe) ;
– l’e´cart-type de´croˆıt comme une loi de puissance du nombreN d’exposant universel−1/2 (comparable
a` la de´croissance alge´brique de la largeur de la distribution de force de de´pie´geage d’exposant
universel) ;
– la forme meˆme de la distribution tend vers une loi Gaussienne (analogue de la forme asymptotique
de la distribution des forces de de´pie´geage) ;
– seul les deux premiers moments de la distribution initiale p des nombres ale´atoires survivent a` la
limite des grands N , et que les autres caracte´ristiques de p s’e´vanouissent.
L’analogie qualitative avec le proble`me de de´pie´geage est frappante, meˆme si la transformation de base
de la renormalisation est sensiblement plus complexe qu’une simple prise de valeur moyenne.
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